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交通中的数学优化

 交通中的数学规划问题

◼ 交通系统
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maximize 目标函数 (优化目标)
subject to 约束条件（可行域）

◼ 数学规划



交通中的数学优化

 交通中的数学规划问题

◼ 运输问题

某个公司从𝑵个产地将物品运往𝑴个销地，每个产地 𝒊 的产量为𝒂𝒊 ，每个销地 𝒋 的运入量为𝒃𝒋 。

𝒄𝒊𝒋 表示从产地 𝒊 运输到销地 𝒋的成本， 𝒙𝒊𝒋 表示从产地 𝒊 运输到销地 𝒋的产品数量。
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min

𝑖=1

𝑁



𝑗=1

𝑀

𝒄𝒊𝒋𝒙𝒊𝒋

𝑠. 𝑡.

𝑗=1

𝑀

𝒙𝒊𝒋 = 𝒂𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, …𝑵



𝑖=1

𝑁

𝒙𝒊𝒋 = 𝒃𝒋, 𝒋 = 𝟏, 𝟐,…𝑴

𝒙𝒊𝒋 ≥ 0, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, …𝑵; 𝒋 = 𝟏, 𝟐, …𝑴

产地约束

销地约束

非负约束

最小化运输成本

决策变量

约束条件

目标函数



交通中的数学优化

 交通中的数学规划问题

◼ 交通场景

➢公交线路

➢公交车

➢公交乘客
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◼ 交通场景中具有多种优化问题

➢公交网络设计问题

➢公交时刻表排班问题

➢公交客流分配问题



交通中的数学优化

 交通中的数学规划问题

◼ 交通场景的规模大

➢公交运营线路有705条

➢公交运营车数8395辆

➢日均客流560万人次

（来自南京2016年公交数据）
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◼ 交通模型的数学结构复杂

➢变量复杂

连续变量+整数变量-->混合整数

➢变量之间的关系复杂

线性+非线性



交通中的数学优化

 为什么要进行模型分解？
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maximize   目标函数项1   +  目标函数项2
subject to  约束条件1(4*5)

约束条件2(5*5)
耦合约束(1*10)

◼ 可分解模型的特殊结构

(10*10)=100

maximize   目标函数项1
subject to  约束条件1

(4*5)=20

maximize  目标函数项2
subject to  约束条件2

(5*5)=25



交通中的数学优化

 如何在确保耦合约束的前提下进行模型分解？

◼ 特定的数学模型结构

e.g. 混合整数规划

◼ 对于耦合约束信息的交互

e.g. Benders分解
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Benders分解简介

 什么是混合整数规划？

◼ 线性规划

➢ 求解效率高
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max 𝑐𝑇𝑥
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

◼ 整数规划

➢ 大多数求解较为困难

max 𝑓(𝑥)
𝑠. 𝑡. 𝐹(𝑥) ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑆 ⊂ 𝑍+

◼ 混合整数规划

max 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆



Benders分解简介

 经典Benders分解
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Jacobus Franciscus (Jacques) Benders

(1924.6.1-2017.1.9)

1955,  Shell laboratory in Amsterdam 

1960,  PhD in Utrecht University 

1963,  Professor of Operations Research at the 
Eindhoven University of Technology, being the 
first Professor in the Netherlands in that field 

Benders J F.  (1962). Partitioning procedures for solving mixed-
variables programming problems. Numerische Mathematik, 4(1), 
238-252.



Benders分解简介

 经典Benders分解——基本思路
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主问题 (𝑦,𝑥0)

对偶子问题(𝑢)

max 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

主问题解 𝑦

子问题(𝑥)

⇔

约束(𝑦, 𝑥0)



Benders分解简介

 经典Benders分解——基本思路
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max 𝑐𝑇𝑥
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

min 𝑏𝑇𝑢
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑇𝑢 ≥ 𝑐

𝑢 ∈ 𝑅+

互为对偶



Benders分解简介

 经典Benders分解——基本思路
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max 𝑐𝑇𝑥
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

min 𝑏𝑇𝑢
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑇𝑢 ≥ 𝑐

𝑢 ∈ 𝑅+

互为对偶

原问题可行 原问题不可行

对偶问题可行

原问题有最优解

对偶问题也有最优解

且目标函数值相等

对偶问题目标函数值无界

对偶问题不可行 原问题目标函数值无界
原问题不可行

对偶问题也不可行



Benders分解简介

 经典Benders分解——基本流程
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max
𝑦,𝑥0

𝑓(𝑦) − 𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑐𝑢𝑡𝑠
𝑦 ∈ 𝑆

max(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢
s.t.  𝐴𝑇𝑢 ≥ 𝑐

𝑢 ∈ 𝑅+ 主问题解 𝑦

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢 + 𝑓(𝑦) ≥ 𝑥0

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑣 ≥ 0

最优解是否有界？

是

否

更新下界

更新上界

上界=下界？

输出最优解

是

否

max 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆



Benders分解简介

 经典Benders分解——基本流程
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max
𝑦,𝑥0

𝑓(𝑦) − 𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑐𝑢𝑡𝑠
𝑦 ∈ 𝑆

max 𝑐𝑇𝑥
s.t.  𝐴𝑇𝑥 ≤ 𝑏 − 𝐹(𝑦)

𝑥 ∈ 𝑅+ 主问题解 𝑦

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢 + 𝑓(𝑦) ≥ 𝑥0

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑣 ≥ 0

最优解是否可行？

是

否

更新下界

更新上界

上界=下界？

输出最优解

是

否

max 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆



Benders分解简介

 经典Benders分解——代码实战
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https://www.ibm.com/docs/en/icos/20.1.0?topic=parameters-benders-strategy

http://www.gurobi.cn/picexhview.asp?id=90

CPLEX

GUROBI

https://zhuanlan.zhihu.com/p/428706477推荐文章

https://zhuanlan.zhihu.com/p/572542745

https://mp.weixin.qq.com/s/TSdJJ3bzitmGq1uAB6OSNw

https://mp.weixin.qq.com/s/aRvQKlYIWzhyebYvnvI-Aw

代码技巧 lazy constraints

更新模型参数而无需重写模型





Benders分解原理

 经典Benders分解—— partitioning theorem
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max
𝑥,𝑦

𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏
𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

max
𝑥0

𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑥0 − 𝑐𝑇𝑥 − 𝑓(𝑦) ≤ 0
𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏
𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

原
问
题

辅
助
问
题

(𝑥0, 𝑥, 𝑦)是辅助问题的最优解

⇔

(𝑥, 𝑦)是原问题的最优解

𝑥0 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)



Benders分解原理

 经典Benders分解—— partitioning theorem
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max
𝑥,𝑦

𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏
𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

max
𝑥0

𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑥0 − 𝑐𝑇𝑥 − 𝑓(𝑦) ≤ 0
𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏
𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

max
𝑥0

𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑥0, 𝑦 ∈ 𝐺

没有 𝑥 的形式

𝐺 = ሩ

(𝑢0,𝑢)∈𝐶

(𝑥0, 𝑦)|𝑢0𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏, 𝑦 ∈ 𝑆

𝐶 = (𝑢0, 𝑢)|𝐴
𝑇𝑢 − 𝑐𝑢0 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅+, 𝑢0 ∈ 𝑅

+

原
问
题

𝐶 为凸多面体锥，由有限(H)个极射线表示

𝐺 = ራ

ℎ≤𝐻

(𝑥0, 𝑦)|𝑢0
ℎ𝑥0 + (𝑢ℎ)𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0

ℎ𝑓(𝑦) ≤ (𝑢ℎ)𝑇𝑏, 𝑦 ∈ 𝑆



Benders分解原理

 经典Benders分解—— partitioning theorem
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max
𝑥,𝑦

𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏
𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

max
𝑥0

𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑥0, 𝑦 ∈ 𝐺

𝐺 = ራ

ℎ≤𝐻

(𝑥0, 𝑦)|𝑢0
ℎ𝑥0 + (𝑢ℎ)𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0

ℎ𝑓(𝑦) ≤ (𝑢ℎ)𝑇𝑏, 𝑦 ∈ 𝑆

原问题

(𝑢0
ℎ, 𝑢ℎ) ∈ (𝑢0, 𝑢)|𝐴

𝑇𝑢 − 𝑐𝑢0 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅+, 𝑢0 ∈ 𝑅
+

问题3.5

(1) 原问题不可行 ⇔ 问题3.5不可行

(2) 原问题可行但没有最优解 ⇔ 问题3.5可行但没有最优解

(3) (𝑥, 𝑦)是原问题的一个最优解 且 𝑥0 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦) ⇒ (𝑥0, 𝑦)是问题3.5的最优解 且 𝑥是如下问题的最优解

max {𝑐𝑇𝑥|𝐴𝑇𝑥 ≥ 𝑏 − 𝐹(𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅+} （问题3.6）

(4) 如果(𝑥0, 𝑦)是问题3.5的最优解 ⇒ 问题3.6是可行的 且 最优目标值等于𝑥0 − 𝑓(𝑦)

如果𝑥是问题3.6的最优解⇒ (𝑥, 𝑦)是原问题的一个最优解 且 最优目标值为𝑥0



Benders分解原理

 经典Benders分解—— partitioning theorem
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(1) 原问题不可行 ⇔ 问题3.5不可行

(2) 原问题可行但没有最优解 ⇔ 问题3.5可行但没有最优解

(3) (𝑥, 𝑦)是原问题的一个最优解 且 𝑥0 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦) ⇒ (𝑥0, 𝑦)是问题3.5的最优解 且 𝑥是如下问题的最优解

max {𝑐𝑇𝑥|𝐴𝑇𝑥 ≥ 𝑏 − 𝐹(𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅+} （问题3.6）

(4) 如果(𝑥0, 𝑦)是问题3.5的最优解 ⇒ 问题3.6是可行的 且 最优目标值等于𝑥0 − 𝑓(𝑦)

如果𝑥是问题3.6的最优解⇒ (𝑥, 𝑦)是原问题的一个最优解 且 最优目标值为𝑥0

−𝑐𝑇𝑥 ≤ −𝑥0 + 𝑓(𝑦)
𝐴𝑥 ≤ 𝑏 − 𝐹(𝑦)

𝑥 ∈ 𝑅+
⇔ 𝑢0𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏 ∀(𝑢0, 𝑢) ∈ 𝐶有可行解



Benders分解原理

 经典Benders分解—— partitioning theorem
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−𝑐𝑇𝑥 ≤ −𝑥0 + 𝑓(𝑦)
𝐴𝑥 ≤ 𝑏 − 𝐹(𝑦)

𝑥 ∈ 𝑅+
⇔ 𝑢0𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏 ∀(𝑢0, 𝑢) ∈ 𝐶有可行解

Farkas' lemma

∃𝑥 ∈ 𝑅+: 𝐴𝑥 = 𝑏 𝑜𝑟 ∃𝑢 ∈ {𝑢|𝐴𝑇𝑢 ≥ 0}: 𝑏𝑇𝑢 < 0

FARKAS, J., "Die diatonische Dur-Scale wissenschaftlich begründet,"  J. Reine Angew. Math. 124 (1902), pp. 1-24.

FARKAS, J.,"Die diatonische Dur-Scale wissenschaftlich begründet", Pest, 1870

(1847.3.28-1930.12.27)

Julius Farkas



Benders分解原理

 经典Benders分解—— partitioning theorem
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max
𝑥,𝑦

𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)

𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏
𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆

max
𝑥0

𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑥0, 𝑦 ∈ 𝐺

𝐺 = ራ

ℎ≤𝐻

(𝑥0, 𝑦)|𝑢0
ℎ𝑥0 + (𝑢ℎ)𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0

ℎ𝑓(𝑦) ≤ (𝑢ℎ)𝑇𝑏, 𝑦 ∈ 𝑆

原问题

(𝑢0
ℎ, 𝑢ℎ) ∈ (𝑢0, 𝑢)|𝐴

𝑇𝑢 − 𝑐𝑢0 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅+, 𝑢0 ∈ 𝑅
+

问题3.5

(1) 原问题不可行 ⇔ 问题3.5不可行

(2) 原问题可行但没有最优解 ⇔ 问题3.5可行但没有最优解

(3) (𝑥, 𝑦)是原问题的一个最优解 且 𝑥0 = 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦) ⇒ (𝑥0, 𝑦)是问题3.5的最优解 且 𝑥是如下问题的最优解

max {𝑐𝑇𝑥|𝐴𝑇𝑥 ≥ 𝑏 − 𝐹(𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅+} （问题3.6）

(4) 如果(𝑥0, 𝑦)是问题3.5的最优解 ⇒ 问题3.6是可行的 且 最优目标值等于𝑥0 − 𝑓(𝑦)

如果𝑥是问题3.6的最优解⇒ (𝑥, 𝑦)是原问题的一个最优解 且 最优目标值为𝑥0



Benders分解原理

 经典Benders分解——计算流程
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引理1：

在问题3.5可行 且 𝑦 的可行域有界的前提下：𝑥0在𝐺上无上界⇔ 𝑷 = 𝑢|𝐴𝑇𝑢 ≥ 𝑐, 𝑢 ∈ 𝑅+ 为空集

问题3.5可行 ⇒ 存在(𝑥0
∗, 𝑦∗) ∈

若𝑷 = ∅ ⇒

𝐺 = ሩ

(𝑢0,𝑢)∈𝐶

(𝑥0, 𝑦)|𝑢0𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏, 𝑦 ∈ 𝑆

𝐶 = (𝑢0, 𝑢)|𝐴
𝑇𝑢 − 𝑐𝑢0 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅+, 𝑢0 ∈ 𝑅

+

𝑢0 = 0 ⇒ ∀𝑥0, (𝑥0
∗, 𝑦∗) ∈ 𝐺 𝑥0无界⇒

若𝑷不是∅ ⇒

(1, 𝑢) ∈ 𝐶

𝑥0 ≤ max
𝑦∈𝑍+

{𝑢𝑇𝑏 − 𝑢𝑇𝐹(𝑦) + 𝑓(𝑦)} < ∞⇒
至少存在
𝑢0 = 𝟏



Benders分解原理

 经典Benders分解——计算流程
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引理2 ：

如下问题最优解(𝑥0, 𝑦)是问题3.5最优解⇔ min{(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢|𝑢 ∈ 𝑷} = 𝑥0 − 𝑓(𝑦)

max
𝑥0

𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑥0, 𝑦 ∈ 𝐺 (𝑄)

𝐺(𝑄) = ሩ

(𝑢0,𝑢)∈𝑄

(𝑥0, 𝑦)|𝑢0𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏, 𝑦 ∈ 𝑆

𝑄 ⊂ 𝐶 = (𝑢0, 𝑢)|𝐴
𝑇𝑢 − 𝑐𝑢0 ≥ 0, 𝑢 ∈ 𝑅+, 𝑢0 ∈ 𝑅

+

松弛主问题

𝑢0𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑢0𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏
𝑢0 = 0

𝑢0 = 𝟏

𝑢𝑇𝐹(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏

𝑥0 + 𝑢𝑇𝐹(𝑦) − 𝑓(𝑦) ≤ 𝑢𝑇𝑏

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢 ≥ 0

𝑥0 ≤ 𝑢𝑇𝑏 − 𝑢𝑇𝐹(𝑦) + 𝑓(𝑦)

⇒ ⇒

⇒ ⇒
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max
𝑦,𝑥0

𝑓(𝑦) − 𝑥0

𝑠. 𝑡. 𝑐𝑢𝑡𝑠
𝑦 ∈ 𝑆

max(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢
s.t.  𝐴𝑇𝑢 ≥ 𝑐

𝑢 ∈ 𝑅+ 主问题解 𝑦

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑢 + 𝑓(𝑦) ≥ 𝑥0

(𝑏 − 𝐹(𝑦))𝑇𝑣 ≥ 0

最优解是否有界？

是

否

更新下界

更新上界

上界=下界？

输出最优解

是

否

max 𝑐𝑇𝑥 + 𝑓(𝑦)
𝑠. 𝑡. 𝐴𝑥 + 𝐹(𝑦) ≤ 𝑏

𝑥 ∈ 𝑅+

𝑦 ∈ 𝑆
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